— Calcolo teorico delle orbite ellittiche dei pianeti del Sis tema Solare e
loro evoluzione nel tempo
Se, su un’orbita, prendiamo in considerazione un intero periodo di rivoluzione

T , possiamo assumere una velocita longitudinale media V' sul percorso di
2 R
T

Imponendo I'equilibrio in direzione radiale, si ricava :

raggio medio R e siottiene: 'V

K2 2 V2 4 2 R 1
a, R
R2 R T2 R
_ & K2 4 2 R2 1 K2
0SsSila . X
R R2 T2 R R2

da cui derivano le equazioni fondamentali degli spazi rotanti :

v:rR K 4O R
Tz

che permettono di esprimere i valori dei parametri orbitali in condizioni di
equilibrio :

Kz ) ° 2 R-®
R K

Dunque , abbiamo visto che i punti dello spazio fisico circostante un
aggregato materiale rotante su se stesso raggiungono la con dizione

di equilibrio con un moto su particolari orbite ,circolari e discrete ,che
vengono caratterizzate dai valori
R K2
1
2
R, V2
n2 R

n
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Tra due orbite consecutive R ed R ; non & possibile trovare alcuna
orbita circolare di equilibrio stabile

Se dunque, sull'orbita dello spazio rotante avente raggio Rn, mettiamo una

particella materiale avente velocita V? rispetto al centro dello spazio rotante,
se risulta V? qu , Su di essa si manifesta un’azione risultante equivalente
ad un’accelerazione centripeta ( attrattiva ) e quindi si muove verso il centro.

Se invece risulta V2 qu , 'accelerazione che si genera risulta centrifuga
(repulsiva) e la particella si allontana dal centro.

Se, infine, V? qu , la particella risulta in equilibrio e si mantiene ad una

distanza dal centro R, costante .

Tutte queste circostanze possono essere verificare facilmente considerando
il problema sotto I'aspetto energetico.

Il lavoro che lo spazio rotante compie per spostare la massa M da R
alla distanza R dal centro vale:

R R 2 K2
L FRIR -—mdrR m
R2 R

Se si considera il sistema conservativo, la massa IM acquista una energia
potenziale:

K2
E, -L -m ——
R
Se indichiamo con E_ il valore dell’energia cinetica posseduta dalla massa
in moto verso il centro, la sua energia totale, in ogni istante, risulta:

K2
E imV?—m -

E E, E
2 R
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Se alla massa considerata alla distanza R viene assegnata un’energia

E. E,. 0, inassenza diprocessi dissipativi o perturbazioni provenienti

dall'esterno, per il principio di conservazione dell’energia, in qualsiasi punto
dovra essere :

Per le masse provenienti dall’esterno dello spazio rotante si dovra dunque
sempre avere :

K? 1 K?
ossia : — m Vi m ———
R 2 R

E. E, m

da cui deriva : Vi ﬁ V

Per un punto dello spazio in equilibrio con la velocita orbitale V , la energia
fornita dallo spazio rotante si divide equamente in energia cinetica orbitale :

1 1 K2
E. — m V¥ — m
2 2 R

ed energia di legame EI con lo spazio rotante centrale e risulta comunque :

2
E.LEE m —— 0 con E 5 m Ve
R 2

Consideriamo ora il caso generale in cui il punto materiale preso in esame,
per una qualsiasi ragione, non abbia energia nulla e quindi si abbia :

1 K2 1
E —— mVz-m m[R2 (R )ZJ—m—
2 R 2

dalla quale si ricava :
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2 E 2 K? 2
R2 R
. . R )

Se il momento delle forze esterne , rispetto al centro di rotazione , vale
zero, si verifica la conservazione del momento angolare e quindi si ha :

R )

CZ
RZ

che, sostituita nella precedente relazione, fornisce :

2 2
2 E K? C K?
R2 — —
m C R C
Se viene verificato anche il principio di conservazione del I” energia, si

haanche E costante e quindisi puo porre:

4 5 N
2 E K?
- - 2
m C
< , >
C K?
—_ u2
R C
. S
C
da cui si ricava : du - dR
RZ

sostituendo, si ottiene I' equazione differenziale :

Rz 2 — Y2
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dR 2

equivalente a: _ 2—u

dt

Questa relazione ha un campo di esistenza , dunque si puo realizzare
fisicamente , solo per :

2 u2
e quindi per :
2 2
2 E K? C K?
m C R C
OVVero :
2 E
R*> 2 K* R-C? 0
m

che si pud anche scrivere :

2 E 2 C?
R 2 K -
m R
Ricordando che :
1 K? 1
E E.L Ef —mVz-m mvz-m V¢
2 R 2
si ha:
2 E K2
V2 -2 Viq con qu -
m R

In definitiva quindi, per poter avere soluzioni reali, dovra
essere verificata la condizione fondamentale :
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CZ
V-2V R 2K
R

Il valore della costante C si ricava considerando la relazione con la velocita
areolare del punto sull’orbita :

1

— R dl
dA 2 1 R R d 1 2 C
. R )~
dt dt 2 dt 2
si ha dunque, in definitiva : C 2V,

Su ogni orbita circolare di raggio Rn , Si avra quindi :

In uno studio grafico dello spazio rotante, si avra dunque la serie di curve :

C2
JRZKZ "
R

2

eqgn

[vz 2V

Per una piu facile lettura dei risultati grafici, risolviamo anche analiticamente
il sistema :
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equivalente a :

- N
dR 2
— 2 U
dt
< >
d C
dt Rz

A J
da cui deriva I'equazione :

d C
dR R2 2 _ u2
essendo :
d d du C d
dR du dR Rz du
sostituendo si ottiene :
1
d du con 2 U?
2 u2

Integrando, si ricava I'equazione della traiettoria :

, € 1
1 e cos K?2 K*

P C? C? ) 2
: |:v -2 Veq:|

Per tutto lo spazio rotante, con semplici sostituzioni si ricava :

C, K* R,

P. R
K> K>

n
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e 1 1
KZ
Tutte le traiettorie stabili possibili , in uno spazio rotante caratterizzato
dal valore K?, saranno dunque descritte dalle relazioni
R, vZ R,
R ;e 1
1 € cos K?
. . 4 . . . .

con : n 1; < ﬁ 2 3; n,

E’ quindi possibile avere soluzioni reali, e quindi orbite stabili , solo
per V2 R, K? cheequivalea > UZ.

Per chiarire quanto e stato esposto puo essere utile uno studio grafico.

Ricaviamo innanzitutto gli estremi del campo di esistenza delle orbite stabili
su ciascuna falda dello spazio rotante.

Riprendendo la condizione :
2
(v 2V,) R 2K R-C 0

e risolvendo, si ricavano gli estremi :

K2 C2 ) 2
R -1 1—<v 2V>

(VZ—Z vgq) K

Dovendo essere, per la realta fisica, necessariamente R O, le soluzioni
accettabili risultano le seguenti :
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2 K2

2
1-con (Vz 2 Veq) 0 equivalente av? ———— oppure, indicando
R
con V, la velocita di fuga dallorbita, V 2 V, V. siottene:
K? C? ; )
R 1 — (v 2 Veq> -1

(vz—z vgq) K

In questo caso , si ha un solo punto di inversione della velocita radiale
e ne risulta cosi una traiettoria aperta

Se indichiamo con [, l'unico punto in cui la traiettoria risulta perpendicolare
al raggio vettore ( perielio ), si avra :

KZ
R O0;Vv v,;C 1, Vv, ; Vo
I‘0
e quindi, sostituendo, si ha:
K? Fo
2
(v2—2 Veq) (e-1)
dalla quale si ricava la relazione : e — =1
KZ
e, in definitiva, con € 1 risulta :
r0
R — > (e-1) r,

(- 3)

L’espressione analitica della traietoria € una iperbole espressa da :
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I’-O
R con e 1
1 € cos

2
2 — Nel caso limite (Vz 2 Veq) O siha € 1 e latraiettoria risulta

una parabola espressa dalla relazione : R

K4
CZ

oppurea: V, VvV V|, siottiene:

e
e

3-pPer O (2 qu v2>

equivalente a : Viq vz 2 Viq

con € 1 ; r, perielio

sara quindi :

e la curva che descrive I orbita risulta I'ellisse espressa dalla relazione :

ro(l e)

R con e 1

1 € cos

4 Nel caso limite in cui sa ha V2 qu

risulta :
CZ
R r, costante con T, ;e 0.

K2
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In questo caso , la traiettoria , e diventata coincidente con la piu piccola
orbita circolare stabile che si puo realizzabile fisicamen te nello spazio
rotante considerato ed é associata all ’unico punto reale , appartenente
al campo di esistenza ,in corrispondenza del quale diventano tangenti

CZ
la curva _
R
con la retta (V2 2 V;) R 2 K2

5-Per v2 Vi siha 2 U? e non risultano soluzioni reali.

Si ha, in questo caso, una traiettoria a spirale centripeta espressa dalla nota
. 2
relazione R costante .

Tutte le situazioni che sono state descritte vengono chiarite nella figura 20.

Fiq-20

4
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Se l'analisi non e limitata alla falda N — esima, ma si estende a tutto il raggio

K2
d’azione dello spazio rotante K? , essendo qun ——— , per qualsiasi

R

valore assegnato della velocita v?, esistera sempre, nello spazio rotante che

n

viene considerato, un valore N al quale € associato un valore del raggio Rn

KZ
tale che sia V? qun ( precisamente Rn ——— ) in modo da poter far
V2

rientrare il problema nei casi gia esaminati.

In definitiva, note le orbite circolari minime stabili possibili :

R, Cj C

R

n

n2 K2 nz K2

con nl;i;ﬁ;2;3;4 n,
]J3

una massa M qualsiasi (anche M 0), che entri nello spazio rotante preso
in considerazione, andra a collocarsi sulla prima orbita che incontra capace

K2
di soddisfare la relazione R, ———
v2
K2
Essendo , generalmente , R , la traiettoria iniziale sara una
2
v

ellisse con | ’afelio situato nel punto in cui s ’inserisce la massa IM con
K2
R,

In queste condizioni, la forza d’interazione tra la massa M e lo spazio rotante

e )
velocita iniziale V Vqu
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e orientata verso il punto P ( perielio ) e da origine ad un’accelerazione tale
da soddisfare in ogni momento la legge delle aree .

Nel punto P si avra V? Viqp e la forza che agisce sulla massa M diventa
centrifuga, per cui essa si allontana dal centro decelerando, sempre secondo

la legge delle aree, fino al punto A ( afelio ), dove inizia un nuovo ciclo.

Questo meccanismo puo essere messo in evidenza anche utiliz zando
il principio di conservazione dell  ’energia.

Si deve innanzitutto considerare che :

Una massa in perfetto equilibrio , su un’ ORBITA CIRCOLARE, in uno
spazio rotante non perturbato , avendo velocita orbitale perfettamente
coincidente , in ogni momento , con quella di rotazione della falda di
spazio in cui simuove , presenta velocita di scorrimento relativo nulla
rispetto allo spazio fisico circostante e dunque tra essi NO N SI PUO’
realizzare alcuno scambio di energia

Questae la condizione che si realizza perfettamente negli
atomi non eccitati e nei nuclei atomici i quali, per questa
ragione, risultano assolutamente stabili nel tempo.

Se assumiamo questa come situazione di riferimento, e chiaro che I'energia
effettivamente disponibile per lo scambio sara quella che eccede il valore

che la massa M possiede quando si trova in equilibrio sull’orbita circolare di
raggio minimo.

In generale, abbiamo visto che I'energia totale, in ogni punto, e espressa da:

1 K?
ER) — m Vz—m —
2 R
K2
ma, per un’orbita circolare, & anche : V2 ——
R
1 K?
e quindi si ottiene : ER) —— m ——
2 R
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dE 1 K?

da cui si ricava : m

dR 2 R?

Se ipotizziamo uno scambio di energia direttamente proporzionale al valore

della velocita di scorrimento relativo tra la massa in movimento e lo spazio
fisico circostante, possiamo scrivere la variazione dell’energia della massa

sulla traiettoria come azione di una forza frenante del tipo: F V
sara quindi dEé -F dI
oppure :
dE F dl K?
- -~ —-FV - V2 -
dt dt R
ma e anche :

dE dE dR
dt dR dt

dalla quale ricaviamo :

dR dE | dE
dt dt dR

-2 R

Integrando, si ottiene il raggio dell’orbita :
R# R, ez !

Se la massa considerata non € in equilibrio su un’orbita circolare, si avra :

dE d 1 K2
m V2 m
dt dt 2 R
ovvero .
dE d2R V2 dR
—  m V m
dt dt2 R dt
171
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e quindi, sostituendo, si ottiene :

d?R V2 dR
mYVY —— m — V2
dt2 R dt

la quale, con V R diventa:

1 d2R dR

dt? dt m

Integrando tale relazione, come € noto, si ricava un andamento del raggio
del tipo :

R® R, [1 a sen( )] €0 ¢

in cui per le costanti @ e b, nelle orbite circolari ,siassume a b 0.

Secondo tale relazione, se non intervengono processi dissipativi o altri eventi

eccezionali, la massa M continuera a percorrere I'ellisse tra afelio e perielio
per un tempo indefinito.

In realta, sull’orbita ellittica si ha sempre tra massa e spazio un valore della
velocita relativa diverso da zero e questo comporta uno scambio di energia
con la conseguente graduale riduzione del raggio dell’orbita.

Solo negli atomi si realizzano orbite perfettamente circol ari e dunque
stabiicon a b O.

In queste condizioni le masse riescono a scambiare energia con lo spazio
rotante circostante solo se vengono eccitate ed allontanate dalla condizione
di equilibrio.

Secondo quanto e indicato nelle fig.20 e 21, quando la massa M entra nella
falda di raggio Rn, inizialmente si ha un’orbita ellittica e molto eccentrica, la
quale si riduce sempre piu fino a diventare circolare quando viene raggiunto
il raggio minimo nel punto M.
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Se, dopo aver raggiunto il punto M, la velocita relativa V della massa in orbita

Kz
R

e I'orbita minima di raggio R, non potra piu essere una soluzione reale della

equazione del moto.
Questa situazione limite & rappresentata in figura 22 .

continuera a diminuire, si giungera alla condizione V2 qun

n

Si ha cosi il passaggio " istantaneo " all'afelio dell’orbita ellittica successiva
associata alla falda di raggio minimo R, , ed inizia un nuovo ciclo con orbita

iniziale molto eccentrica, traipunti A, ; R, edil perielio P, .
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Il valore minimo Rn rappresenta dunque il raggio della sfera di confine che

separa due falde spaziali consecutive e I' eccentricita dell’ orbita si presenta
come il mezzo attraverso il quale si riesce a realizzare comunque I'equilibrio

della massa M in moto su un’orbita il cui raggio oscilla attorno al valore R,

anche se la sua velocita non € esattamente Veqn.
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